Esipuhe

Matematiikka tieteiden kuningatar ja palvelija on lukioihin ja ammattikorkeakouluihin
suunnattuun koulukohtaiseen valinnaiseen syventavdin kurssiin perustuva kirja. Kir-
jan tarkoituksena on kerrata ja syventdd aiemmilla kursseilla opittuja asioita uusien
lisdksi. Kirjassa esitellidn my6s sovelluksiin liittyvdd matematiikkaa, mm. Googlen
toimintaperiaatetta, GPS-paikannusta ja MP3-pakkaustekniikkaa. Kirja motivoi ma-
tematiikan oppimista ja helpottaa korkeakouluopintojen aloittamista.

Kurssin aiheita ovat: differentiaalilaskenta tytkaluna, matematiikan perusteet, komp-
leksilukujen joukko ja matriisit sekéd niiden sovellukset. Differentiaalilaskennan ydin-
sisélt6ja ovat derivaatan késite, differentiaaliyhtélot seké niiden kéyttd mallinnukses-
sa, esimerkiksi peto-saalismalli. Matematiikan perusteiden tarkoituksena on kehittaé
matemaattista lukutaitoa ja ajattelukykyéa. Keskeisié siséltoja ovat viite, matemaatti-
nen todistaminen, joukko-oppi, luonnolliset luvut ja reaaliluvut. Kompleksiluvut esite-
tadn tason pisteind ja niiden laskutoimitukset kuvataan geometrisesti. Lisdksi ratkais-
taan yksinkertaisia kompleksisia yhtéloité ja esitetdén sovelluksena vaihtopiiriesimerk-
ki. Viimeisesséd luvussa otetaan kdytt6on matriisin késite ja kdydadn lapi matriisial-
gebraa, lineaaristen yhtéléryhmien ratkaisumenetelmid ja ominaisarvoteoriaa. N&ité
sovelletaan ylld mainittuihin ajankohtaisiin tekniikan esimerkkeihin. Scilabia, Octavea
tai vastaavia kaupallisia ohjelmia, kuten MatLab ja Maple, voidaan kéyttda kirjan
ohessa ja osassa esimerkeistd on annettu ohjeita tdhén.

Kurssin sisédllostd vastaavat kirjan kirjoittajat, jotka ovat Tampereen teknillisen yli-
opiston matematiikan opettajia. Kirjan kirjoittajien lisdksi kurssin tekemisessé ja kom-
mentoimisessa ovat aktiivisesti olleet mukana opettajat Sarpa Heino (Hervannan lu-
kio), Ville Hynénen (Helsingin Suomalaisen Yhteiskoulun lukio), Sinikka Jarvi (Val-
keakosken lukio), Jukka Ménnisté (Tampereen normaalikoulun lukio), Sakari Salonen
(Kaurialan lukio), Ulla Sorri (Hervannan lukio) ja Marja Voipio (Etelé-Tapiolan lu-
kio). Projektitutkijoina mukana ovat olleet Virve Pihlava-Lahtinen ja Lauri Judin seka
sihteerind Tiina Savilahti. Yhteistyokouluja ovat Eteld-Tapiolan lukio, Helsingin Suo-
malaisen Yhteiskoulun lukio, Hervannan lukio, Kaurialan lukio, Tampereen normaali-
koulun lukio ja Valkeakosken lukio, joissa kurssia on kokeiltu lukuvuonna 2008-2009.

Kirjaprojektin johtajana haluan kiittda kaikkia mukana olleita arvokkaasta tyosté ja
lukuisista antoisista keskusteluista. Erityinen kiitos kuuluu myos projektin rahoittajille
Teknologiateollisuuden 100-vuotissdatiolle ja TTY:n matematiikan laitokselle.
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Luku 1

Differentiaalilaskenta
tyokaluna

1.1 Johdanto

Téassé luvussa tutustutaan differentiaalilaskentaan ja differentiaaliyhtéaléihin. Tarkas-
teluissa on tarkedd, ettd opiskelija ymmartéa syvéllisesti derivaatan ja integraalin ké-
sitteet seké osaa derivoida ja integroida alkeisfunktioita.

1.2 Derivaatta

Palautetaan aluksi mieleen derivaatan méaritelméa sekd méaritelmésta johdetut ylei-
simmét derivaatan laskusdannot.



8 LUKU 1. DIFFERENTIAALILASKENTA TYOKALUNA

Masritelma 1. Funktiolla f on derivaatta kohdassa x, jos erotusosamddrdin

raja-arvo
po fE+h) = £(@)
h—0 h
on adrellisend olemassa kohdassa x. Tdlloin sanotaan myoés, etta funktio on derivoi-
tuva kohdassa x.
Funktio on derivoituva avoimella vdlilld |a,b[, jos se on derivoituva jokaisessa
valin pisteessd.
Funktion f derivaattafunktio f' mddritellddn erotusosamddrin raja-arvona

F )  tim L@ = 1@

h—0 h ’

kaikissa niissd kohdissa, joissa f on derivoituva (eli kun raja-arvo on ddrellinen reaa-
liluku,).

Maéritelmé 1 kertoo, miké derivaatta on ja on hyvin tarkeda sisdistaéd, mitd méa-
ritelmaélls tarkoitetaan. Pohtimiseen kannattaa kayttda aikaa. Mychemmin tarkastel-
laan historiallisesta ndkokulmasta, miksi kyseiseen mééaritelmaén on paadytty.

Derivaattaa kasittelevilla opintojaksolla on opiskeltu derivaatan laskusdéntoja.
Namaé kaikki laskusddnnot on pystyttéva johtamaan derivaatan méaritelméastd. Seu-
raavaksi palautetaan mieleen yleisimmét sdannét.

Lause 1. Olkoot g ja t derivoituvia funktioita avoimella vdlilld |a,b[. Talloin
- jos f(z) = c (c on vakio), avoimella vililld ]a, b, niin f'(z) =0,
- jos f(z) =", r € Q, niin f'(x) = ra" ",
- jos f(z) = cg(z) + dt(z), niin f'(z) = cg'(z) + dt'(z), kun c ja d ovat reaalilu-
kuvakioita,
- jos £(z) = 9@)t(@), niin '(z) = ¢ @)H(@) + 9(@)F @),

Todistetaan viimeinen kohta eli tulon derivoimissdanté. Muut jatetdén itsendisesti
pohdiskeltaviksi.
Todistus. Olkoon f(z) = g(x)t(x). Talléin

g(x + h)t(z + h) — g(z)t(x)

fiz) = lim -
_ g YR+ h) — g@)t(z + h) + g(2)t(z + h) — g(x)t(x)
h—0 h
_ i Y@ PR —g@t@rh) 9@z +h) — g(@)t(@)
h—0 h h—0 h
_ o 9@t h) —g(x) . tlx + h) —t(x)
= Jim Z———== lim ¢(z + ) + g(x) lim ——————

= 4 (@)tx) + g(x)t'(2).



Luku 3

Kompleksiluvut

3.1 Moduli ja argumentti

Lukualueiden laajeneminen ei pysahdy vield reaalilukuihin. Tiedetdan, etté kaikilla re-
aalilukukertoimisilla yhtaloilla ei ole ratkaisua reaalilukujen joukossa. Téallainen yhtélo
on esimerkiksi

2 +1=0.

Laajennetaan lukualuetta, jotta talldkin yht&lolla olisi ratkaisu.
Reaaliluku voidaan esittdd suoran yksiulotteisena paikkavektorina, joka alkaa pis-
teestd 0 ja jonka péaétepiste on jokin suoran piste.

| . Ny,
1 _— —
0 a R

Kuva 3.1: a € R.

Reaaliluvun kertominen negatiivisella luvulla —1 vastaa paikkavektorin kiertdmis-
té kulman 7 (180°) verran vastapéivién. Laajennetaan reaalilukusuora tasoksi eli kak-
siulotteisiksi luvuiksi. Pyritadn méarittelemééan kertolasku tasossa, joka geometrisesti
liittyy kiertoon.

Merkitdan tason pistettd uudella tavalla

(z,y) = = + i,
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missd z € R, y € R. Talléin

i=(0,1) ja 1=(1,0).

Kuva 3.2: Piste z +yi, z €e R,y € R.

Lisaksi
0=(0,0) =0+ 0i.
Merkinta x 4+ (—y) i lyhennetdin tavanomaisesti
z+ (—y)i==z —yi.
Luku i vastaa geometrisesti luvun 1 kiertoa vastapaivian kulman 7/2 verran.
Maadritelma 3. Kompleksilukujen joukolla C tarkoitetaan joukkoa
C={z+yi|zcRAy€eR}.

Lukua © sanotaan imaginaariyksikoksi.
Kompleksiluvun z = © + yi reaaliosa on x = Re(z) ja imaginaariosa on y =
Im(z).

Kompleksilukujen esitys geometrisesti tason pisteind on peréisin tanskalais-norjalaiselta
matemaatikolta Caspar Wessel (1745 - 1818). Koska hén kirjoitti julkaisunsa tanskak-
si, niin hénen ideansa jaivit vaille huomiota, kunnes Jean-Robert Argand (1768 - 1822)
ja Johann Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) keksivét asian uudelleen.

Esimerkki. Kompleksiluvun z = 1 + 2i reaaliosa on Re(z) =1 ja Im(z) = 2.
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